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Geometrie

e Geometrie: studium Gtvard.

® (tvary: abstraktni (matematické) i empirické

¢ studium: popis (definice), vlastnosti (veéty a dikazy),
vzajemné vztahy, zobrazeni

* Reprezentace v geometrii:

® Syntetickd geometrie: sestrojovani objektu, vyuziti
vzajemnych vztah(, obyCejné s vizualizaci a bez uziti
souradnic (pfedméty Planimetrie a Stereometrie)

* Analyticka geometrie: uZiti souradnic (nebo jiné symbolické
reprezentace), popis a argumentace pomoci pravidel
algebry a matematické analyzy (pfedméty Linearni algebra
a geometrie 1, 2 a dalsi)

® Obecné pravidlo: pfi feSeni Uloh se snazime vhodné
pouzivat vSechny dostupné metody a reprezentace,
mnohdy se dopliuji

¢ Podle dimenze:

® Planimetrie - studium rovinnych utvar(
® Stereometrie - studium prostorovych Gtvart
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Trojuhelniky jsou k nicemu!

KDYBY CIROU NAHODOU K NECEMU BYLY,
TAK K CEMU? ... ale v dnesni dobé!
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Konstrukcéni Uloha

e Uloha, jejiz vysledkem je zkonstruovat/ sestrojit
geometricky Utvar ze zadanych prvku a se zadanymi
nastroji (pravitko, kruzitko apod.)

¢ (Didaktickym) cilem konstrukénich tloh je naucit se
metodam feseni, analyzovat vyfeSenou situaci, sestavit
plan/ postup ze zadanych prvkd a s pomoci zadanych
nastroju, argumentovat podminky existence a
jednoznacnosti, resp. poctu feseni, .. .rysovat.

¢ Aplikace konstrukénich uloh - v mens$i mife v praktickych
¢innostech, stavebnictvi, malifstvi, zobrazovani,
architekture .... V Sir§im smyslu - dokazovani
matematickych vét, feSeni problémda, konstrukce algoritmd,
vhled do hlub$ich vlastnosti geometrickych utvaru.

¢ Historicky kontext - od poCatku axiomatické metody
(struktury matematickych teorii), Eukleidés: Zaklady (cca
3.st. p.n. L.
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Sestrojte AABC jsou-li dany a, t,, v

3) Kk k(Sgc: tc)
< 4) p; p|[BC, |p, BC| = va
5) AA=knp

YA
a ... Nasleduje precizni
konstrukce...

Dikaz: dukaz konstrukce byl
proveden zpétnym pribéhem

konstrukce
Postup
1) BGC;|BC| = a Zavér: Uloha ma 2 reseni
2) Spc;|BSpc| = |CSpe| v dané poloroving.

Co je zde Spatne?
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V CEM SE LISi TYTO ULOHY?

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany: .
a) Délky strany a = 8, téznice t, = 5, vysky v, = 4.
b) Délky strany a, téZnice t,, vySky va.
c) Vyska v, délky 4 svoji polohou v roviné. Délky strany a = 8
atéznice t, = 5.
d) Vrcholy B, C v roving, kde B # C, a délky téznice t; a vySky
Va.
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Formalni struktura reseni konstrukcnich uloh

e zadani
nacrt a rozbor (analyza)
e postup konstrukce a konstrukce

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

e diskuze fesitelnosti a poctu feseni, zavér
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Formalni struktura reseni konstrukcnich uloh

e zadani
nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze
e postup konstrukce a konstrukce

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

e diskuze fesitelnosti a poctu feseni, zavér
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Formalni struktura reseni konstrukcnich uloh

e zadani
nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze
¢ postup konstrukce a konstrukce — algoritmicka faze

dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

e diskuze fesitelnosti a poctu feseni, zavér
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Formalni struktura reseni konstrukcnich uloh

e zadani

nacrt a rozbor (analyza) — heuristicka faze

postup konstrukce a konstrukce — algoritmicka faze
dikaz konstrukce, resp. zkouska (Ize zahrnout do rozboru,
nebo diskuze)

diskuze fesitelnosti a poctu feseni, zavér — argumentacni
faze
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Formalni struktura reseni konstrukcnich uloh

zadani — nacrt: nacrtnuti vysledku(U) a vztahu

nacrt — rozbor vyfeSené situace a vSech vztahu (i zdanlivé
nepotrebnych)

rozbor — sliti vztaht do krokl postupu konstrukce

a konstrukce

postup konstrukce + konstrukce — v kazdém kroku
overeni existence a poCtu moznosti

diskuze — vyhodnoceni
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0. Zadani

Podle zadani délime konstrukéni tlohy na:

® Podle polohy:

® polohové (napf. ,Je dana pfimka, bod ... “) — Je znama poloha
alespon jednoho prvku. Vysledek je zavisly na poloze.

® nepolohové (napf. ,Sestrojte Gtvar, t.2. délka, tvar “) — Jsou
znamé jenom vlastnosti Gtvaru, ale neni znama poloha zadného!
prvku. Vysledek nezavisi na poloze (a orientaci).

® Podle zadanych hodnot

® s konkrétnimi hodnotami
® s parametrem
® Podle zplsobu zadani, napfiklad obrazkem apod.
Poznamky

® Rozbor a postup: U polohové tlohy musime vzdy zagit zadanym
prvkem. U parametrickych Gloh konstruujeme jedno co ,nejobecnéjsi”
feSeni (pokud neni uvedeno jinak).

e Diskuze: V nepolohové Uloze jsou shodna feseni pocitana pouze
jednou (formalismus ,az na shodnost“). V polohové Uloze jsou
vysledkem v§echny sestrojitelné moznosti (pocet feseni v diskuzi).
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0. Zadani

¢ Priklad zadani obrazkem (polohova uloha):

V roviné je dana ptfimka p a kruznice ki, ko podle obrazku.
Sestrojte rovnostranny trojuhelnik jehoz vrcholy lezi na
zadanych Utvarech (p, k1, k») a soucasné plati, ze zadné
dva vrcholy nelezi na jednom z danych atvard.

O o
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1. Nacrt

e Nacrt — nacrtneme vyfeSenenou situaci, nacrtky muzou
dynamicky pfibyvat v pribéhu feseni (je to metoda feseni)

e Je-li nam postup jasny, tak napiSeme hlavni myslenku
feSeni (napf. vyuzijeme vlastnosti rovnostranného
trojuhelniku ... , Thalétovou kruznici nad ... , ekvigonalu
nad useckou.. ., stejnolehlost se stfedem v bodé X a
koeficientem « ..., doplnime na rovnobéznik .. .).
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1. Nacrt

Bézna chyba — nacrt je jen jeden

¢ nacrtnuti pouze specialniho pfipadu

® nevyznaceni vztahl
Dusledek: neuvédomeéni si obecnych vztahd, vneseni
chybnych predpokladu. (Priklad: a, ¢, v; a tupoudhly trojuhelnik)
Doporuceni: kreslit vic nacrtt, posloupnost nacrtki maze vést
k pochopeni zakladnich vztahu feSeni (metoda feseni),
vyznacCovat vztahy mezi zadanim a feSenim, hledat kritické
moznosti.
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1. Rozbor

e Kdyz nevime, analyzujeme vyfeSenou situaci — vypiSeme vSechny
definice a vlastnosti zadanych a hledenych prvk( a vSechna tvrzeni, ve
kterych se tyto prvky vyskytuji (napf. je-li v zadani ortocentrum, tak se
zaméfime na vysky, kolmost, pravouhlé trojuhelniky a véty o nich).

e Zaméfime se na:

® vztahy mezi zadanymi a hledanymi prvky

°* mnoziny bodu, na kterych lezi vysledné prvky (napf. kruznice,
primky, rovnobézky, ekvidistanta . ..)

® zobrazeni, ktera zachovavaji vlastnosti Gtvar( ze zadani (napft.
rovnostranny trojuhelnik a otoceni, rovnobéznik a stfedova
soumernost, teCna kruznice a stejnolehlost / posunuti .. .)

* preformulovani / pireneseni Glohy (napf. kruhovou inverzi,
dilataci) a zpétné vraceni

® pouziti vypoctu a analytickych metod
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HLEDANi CESTY MEZI PREDPOKLADY A UTVAREM K
SESTROJENI.
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1. Rozbor
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1. Rozbor

Tézky priklad

Zadani: V roviné jsou dany dva rizné body C a T svoji polohou. Sestrojte
trojuhelnik AABC je-li dana délka vysky v; a délka téZnice t, tak, aby bod T
byl tézistém trojuhelniku. Proved'te nacrt a rozbor, postup konstrukce a
konstrukci, diskuzi existence a poctu feSeni.

konstrukce pro ilustraci / toto neni pavodni nacrt
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1. Rozbor

Tézky priklad

konstrukce pro ilustraci / toto neni plvodni nacrt

Rozbor:

Uloha je polohova, tim, ze mame C a T miizeme diky vlastnostem t&zisté
sestrojit i téZnici t, a stfed S;. Budeme hledat jeden z bodU A, B, druhy bude
soumeérny dle S¢. ProtoZze mame délku téZnice t,, tak vic informaci mame o
vrcholu A, ktery bude na kruznici / se sttedem v téZisti o polomeéru délky %z‘a.
Bod A musi navic leZet na strané c¢. Na pfimce, ve které se nachazi strana ¢
uz mame bod Sc, vyuzijeme vySku v, ktera je k ni kolmd, takZe sestrojujeme
teCny z bodu S; ke kruznici k(C, v;). Vrchol A lezi na priniku te¢ny a
kruznice k. Vrchol B je stfedové soumérny s A pres Se.
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1. Rozbor

BéZnéa chyba — absence rozboru

¢ rozbor neni, tloha je trivialni
e rozbor neni, Uloha je tézka
® nacrt je rozbor

Tautologie: Nacrt neni rozbor. Rozbor je rozbor.

Dusledek: kdyz se nenaucime psat rozbory u jednoduchych
uloh, nedokazeme zacit resit slozitéjsi ulohy.

Doporuceni: psat hlavni mySlenky, hledat vztahy mezi zadanim
a reSenim, identifikovat riizné moznosti zacatku.
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1. Nacrt a rozbor

e V rozboru se Uloha vyresi, v postupu uz jen shrne.

¢ Je vhodné se rovnou zamyslet (a zapsat) predpokladany
pocet feSeni, Ci dal§i Uvahy o sestrojitelnosti.
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2. Postup konstrukce a konstrukce

e Soupis (v8ech) konstrukénich krokd a jejich provedeni.

® Slovné nebo symbolicky (na zakladé domluvenych pravidel). Postup je
vhodné ¢islovat, hodi se ndm to do diskuze.

e Trivialni konstrukce (které uz zname z predeslych Uloh) mdzeme zkratit.
Napf¥. sestrojime stfed Usecky, bez toho abychom to rozepisovali (pozor,
pfi vyuce! véem zakim musi byt jasné, jak se to provede a zapise).
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2. Postup konstrukce a konstrukce

kolmost Uhlu, rovnobéznost apod.). ObycCejné staci sestrojit jedno
feSeni. Nékdy se vyzaduje narysovat i dal§i feSeni (explicitné v zadani).
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2. Postup konstrukce a konstrukce

Bézna chyba — postup konstrukce je rozbor

* misto rozboru napiSeme postup konstrukce (slovné)
¢ obycejné u jednoduchych tloh
Tautologie: Postup neni rozbor. Rozbor je rozbor.

Dusledek: stejny jako predtim a navic i ztrata Casu dvojim
psanim postupu.
Doporuceni: stejné jako predtim.
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2. Postup konstrukce a konstrukce

Bézna chyba — konstrukce a pak postup

® nejdfiv konstrukce (kdyz uz mame v ruce pravitko)

e zpétné doplnéni postupu

e obycejné u jednoduchych Gloh
Dusledek: preskakovani krokud, chybéjici ttvary, zapomenuti
posledniho kroku.
Doporuceni: postup — konstrukce, nebo délat sou¢asné (krok
po kroku).

Michal Zamboj Planimetrie



2. Postup konstrukce a konstrukce

Bézna chyba — sice je dano c polohou ale zacneme radsi t,

® nepochopeni stanoveni polohové ulohy
Dusledek: feSi se jina uloha.
Doporuceni: zadani s riznymi zacatky.
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2. Postup konstrukce a konstrukce

BéZna chyba — polokonstrukce a chybéjici konec

e sestrojime poloptimku (napf. v Aa, b, v¢), polokruznici, osu
.Spravného” uhlu, poloekvidistantu

e chybi posledni krok (AABC)

Dusledek: ztrata feSeni. | kdyz jsou vSechny prfedchozi utvary
sestrojitelné, nemusi byt naplnény predpoklady pro konstrukci
vysledného Utvaru.

Doporuceni: obycejné neni diivod sestrojovat ¢asti mnozin.
Kdyz ten dlivod je, tak ho je potfeba zdlvodnit. Kontrolovat
predpoklady / definice konstruovanych utvard.
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2. Postup konstrukce a konstrukce

ab,«a

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b
a velikost thlu a.

1) C,A;|CA = b
2) AX;|<CAX| = a
3) k. k(C,a)

4) BB e AX Nk
5) AABC
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3. Diskuze existence a poctu reseni

ab,«a

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b a
velikost Uhlu «.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

ab,«a

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b a
velikost Uhlu «.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

ab,«a

Sestrojte trojuhelnik AABC, jsou-li dany délky stran a, b a
velikost Uhlu «.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

e Argumentaéni ¢asti Glohy. Vychazi z postupu konstrukce.
Ovéreni a diskuze existence feseni:

® Je mozné, Ze nékteré z prvkl v konstrukci nebylo mozné sestrojit. Je
potfeba provést diskuzi existence feseni.

* Navic je mozné, ze sice jsme sestrojili vdechny prvky, ale nesplfuji
vlastnosti hledaného Gtvaru (napf. vrcholy trojuhelniku A, B, C lezi v
primce).

® V jednotlivych bodech postupu vznikaji nové prvky, je potfeba zajistit
jejich existenci, specialné pranikd mnozin (prisecikd). Tim dostaneme
podminky existence feSeni. Podminky se musi opirat o zadané! prvky a
musi byt fadné zdivodnéné.

e \ pfipadé, Ze jsou zadané hodnoty nebo polohy v§ech prvkl a Zadny
neni proménny, tak je samotna konstrukce dikazem existence.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

Ovéreni a diskuze poctu feseni:

e Je mozné, Ze uvedenym postupem konstrukce jsme sestrojili i nékteré
prvky, které nejsou spravnym feSenim (nespliuji zadané podminky). Ty
je potreba vylougit (s argumentem pro¢ nejsou fesenim)

® Pocty feSeni se obyCejné zméni pfi specialnich pfipadech podminek
existence (ostra nerovnost, rovnost apod.). PoCet feseni je vzdy
potfebné zduvodnit (napf. kruznice v 7. kroku konstrukce se za
podminky a) protne s pfimkou ve dvou, za podminky b) v jednom, za
podminky c) v zadném bodg).

® U nepolohové Ulohy nezéalezi na poloze a orientaci Gtvar(. Vic feSeni
vznika, jen kdyz se lisi jiné vlastnosti ttvarQ.

® Polohova Uloha ma tolik fesenti, kolik je moznych vyslednych GtvarQ
(bez ohledu na pojmenovani) vzhledem k poloze zadanych prvka.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

BéZnéa chyba — diskutovat se dnes nebude

e dokonceni konstrukce je povazovano za konec ulohy

Dusledek: chybi zdavodnovaci faze alohy? Vzpomenme si

na cile.

Doporuceni: stanovit zadani ulohy tak, aby bylo mozné diskuzi
provést (parametricky, predtisk ...). Vytvaret tlohy cilené

na diskuzi.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

Bézna chyba — zkouska paméti

e formalismus: Zkouska byla provedena zpétnym
prochazenim konstrukce
Dusledek: uceni bezobsaznych formalisma.
Doporuceni: vyznacovat kritické kroky v postupu, nacrtky
rlznych pfipadu.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

Bézna chyba — diskuze vlastniho feseni

e napr. formalismus: (dano: a, t,, v5) Trojuhelnik Ize sestrojit,
protoZe plati trojihelnikova nerovnost
® podminky nejsou stanoveny pro zadané Utvary / parametry
Dusledek: riizné podminky pro jednu Glohu ovlivnéné vlastnim
feSenim.
Doporuceni: zduvodnovat vSechny podminky pro Gtvary
na zakladé postupu konstrukce az k vstupnim parametrim.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

BéZnéa chyba — dané poloroviny

e formalismus: Uloha ma 2 fe$eni v dané poloroviné

e chybéjici zdivodnovani podminek
Dusledek: zbyte¢nost omezovani se na poloroviny, Casto vede
k vynechani podmnoziny feseni.
Doporuceni: zdGvodinovat vSechny podminky a tvrzeni.
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3. Diskuze existence a poctu reseni

BéZnéa chyba — nejednoznacnost diskuze

® nejasnost pravidel urovani existence a poctu reseni
pro polohovou/nepolohovou Glohu

® nepochopeni obecnosti zadani tlohy s parametry
Dusledek: obecné nemoznost urcit poCet feSeni.
Doporuceni: drzet se jasnych a univerzalnich pravidel.
Nepolohova Uloha: pocet typu neshodnych utvar( (bez ohledu
na znaceni). Polohova: pocet vSech sestrojitelnych moznosti
vzhledem k danému prvku (bez ohledu na znaceni).
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3. Diskuze existence a poctu reseni

BéZné chyba — tajemstvi konvenci

® napr. presvedceni o spravné orientaci trojuhelniku
Dusledek: pfidavani pravidel vede k nekonec¢nym nesmysinym
debatam a ztraté obecnosti freSeni, nepochopeni definic utvaru
apod..
Doporuceni: dodrzovat konvence, které se daji univerzalneé
pouzivat. Nezavadét zbytecné dalSi. V geometrii jsou
podstatné Gtvary, ozna¢eni méa pouze zjednodusit jejich popis.
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A muizeme vesele konstruovat
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